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U ne Caracterisation des Graphes Associes 
aux Groupes de Fischer 
FRAN<;OIS ZARA 
Let X be a group. A subset D of X is a Fischer subset of X [and (X, D) is a Fischerien system] 
if the following conditions are satisfied: 
Fl: X is generated by D; 
F2: every element of D is an involution; 
F3: D is stable by conjugation; 
F4: If d and e are two elements of D which do not commute, then de is of order 3. 
With each Fischerien system, we associate a graph 'D(X, D): the vertex set is D, the edge set is 
{{d, e} J(d, e) E D 2,de = ed >F 1}. In this paper we characterize the graphs 'D(X, D). 
1. INTRODUCTION 
DEFINITION 1.1. Soit X un groupe. Un sous-ensemble D de X est un sous-ensemble 
de Fischer de X [et (X, D) est un systeme fischerien] si les conditions suivantes soot 
rem plies: 
Fl: D engendre X; 
F2: Tout les elements de D soot des involutions; 
F3: D est reunion de classes de conjugaison de X; 
F4: Si d et e sont deux elements quelconques de D qui ne commutent pas, de est 
d'ordre 3. 
Si D est une classe de conjugaison de X, on dit que (X, D) est un couple fischerien. 
A chaque systeme fischerien (X, D) on peut associer un graphe C§( X, D) dont 1 'ensemble 
des sommets est D, {d, e} est une arete de C§(X, D) si d et e commutent et soot distincts. 
On appelle C§(X, D) un graphe fischerien. Le but de ce travail est de donner une 
caracterisation intrinseque des graphes fischeriens. 
NOTATIONS 1.2. Soient (X, D) un systeme fischerien et dun element de D. On pose: 
..1(d) = {e I e ED, de= ed ¥- 1} = (Dd notation de Fischer) 
r(d)={xixED, dx est d'ordre 3}=(Ad notation de Fischer) 
de telle sorte que D = { d} ~ Dd ~Ad. 
Si d et x sont deux elements de D qui ne commutent pas, S = (d, x) est un sous-groupe 
de X isomorphe au groupe symetrique de degre 3: S3 , et D n S est compose d'exactement 
trois elements: {d, X, dxd =xdx}. Nous disons qu'un sous-groupe B de X est un D-sous-
groupe de X si B n D engendre B. 
Dans ce qui suit, nous nous interessons a l'ensemble S3(X) des D-sous-groupes de X 
isomorphes a s3. 
(1) Remarquons que siS est un element de S3(X), deux elements quelconques deS n D 
engendrent S, done si e est dans D-S, /..1(e)nS/E{0, 1,3}. 
(2) Soient maintenant S dans S3(X) et e dans D- S tel que ..1 (e) n S = 0. On sait ( cf. 
[1] ou [7]) que si H = (S, e), H est un D-sous-groupe d'ordre 54 ou 18, que ID n HI= 9, 
que deux elements distincts de D n H ne commutent pas et enfin que D n H est muni 
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d'une structure canonique de plan affine A (D n H) sur le corps f 3 : si a et b sont deux 
elements distincts de D n H, la droite de A( D n H) qui contient {a, b} est {a, b, aba}. 
Nous allons utiliser les remarques (1) et (2) pour caracteriser les graphes de Fischer. 
2. GRAPHES DE FISCHER 
Nous faisons la convention suivante: Dans tout ce travail, tous les graphes sont des 
graphes simples, i.e. ils sont non diriges, sans boucles ni aretes multiples. 
NoTATIONS 2.1. Soit Gun graphe. On appelle V( G) !'ensemble de ses sommets. 
(1) Si a est dans V(G), on pose .d(a)={bjbE V(G), {a,b} est une arete de G} et 
r(a)={bjbE V(G)-{a}, {a, b} n'est pas une arete de G}. 
(2) On appelle 'triple' de G un sous-graphe discret S de G, de cardinal 3, qui a la 
propriete suivante: 
Va E V(G) -S, l.i(a) n Sl E {0, 1, 3}. 
On appelle S( G) I' ensemble des triples de G. 
On introduit les axiomes suivants: 
A1: VaE V(G), VbEr(a), 3SES(G) tel que {a, b}c S. 
Soient a dans V( G) et b dans r( a). On appelle S( a, b) !'ensemble des triples de G qui 
contiennent a et b. 
A2: 11 existe un sous-ensemble S0 ( G) de S( G) qui possede la propriete: Va E V( G), 
Vb E r(a), IS( a, b) n S0( G)l = 1. 
Soit G un graphe qui satisfait aux axiomes A1 et A2. Pour chaque sommet a de G, on 
peut definir une application ta: V( G)~ V( G), appelee 'indicatrice de a' par: 
si bE .1 (a) u {a}, ta (b) = b; 
si b E r( a) et si {a, b, c} est !'unique element de S0 ( G) qui contient {a, b}, ta (b) = c. 
Nous pouvons remarquer qu'un graphe de Fischer G = C§(X, D) satisfait aux axiomes 
At et A2. Nous avons S0 ( G)= S3(X) avec les notations de la Section 1 et pour tout a de 
D, ta (b)= aba: la conjugaison par a. 
11 est clair que, pour tout a dans V( G), t~ = 1, que pour tout a dans V( G) et tout b 
dans r(a), ta(b) = tb(a) et enfin que si un automorphisme u de G stabilise S0 ( G), alors 
pour tout a dans V( G), utau -I= tu(a)· 
On cherche a quelles conditions les indicatrices des elements de G sont des automorphis-
mes de G. Considerons l'axiome A3: 
A3: VSES0(G), VxE V(G) tel que Sn.d(x)= 0 
il existe un sous-graphe discret T de V( G) qui possede les proprietes: 
(a) Su {x}c T; 
(b) Va E T, ta(T) c T; 
(c) Si G est discret, I Tl = 9. 
[G est discret si VxE V(G), .d(x)= 0.] 
THEOREME 2.2. Soit G un graphe. On suppose que les axiomes A1 et A2 sont satisfaits. 
Alors l' axiome A3 est equivalent a l' axiome A4 ou 
A4: Va E V( G), ta est un automorphisme de G. 
Si les axiomes A3 et A4 sont satisfaits, on appelle G le sous-groupe de Aut G engendre par 
les indica trices des sommets de G et D = { ta j a E V( G)}; alors ( G, D) est un systeme 
fischerien. 
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PREUVE. (1) Supposons l'axiome A3 satisfait. 
Si G est un graphe discret, le resultat a ete montre dans [7]. Dans toute la suite nous 
supposons que le graphe G n'est pas discret. Soit a un sommet de G. Si b et c sont deux 
sommets adjacents de V( G), il faut montrer que ta(b) et ta(c) sont adjacents. Distinguons 
plusieurs cas: 
1 er cas: { b, c} c L1 (a); alors ta (b) = b et ta (c) = c et le resultat est vrai 
2eme cas: bE Ll(a), c E r(a); on a ta(b) = b et si {a, c, d} est I' element de S0 ( G) qui 
contient a et c, ta(c) =d. On sait deja que b est adjacent a a et c. La condition 
1.1 <b) n {a, c, d}l ~ 2 entralne alors d = ta( c) adjacent a b = ta( b). 
3eme cas: {b, c}c r(a). Supposons que ta(b) et ta(c) ne soient pas adjacents et 
montrons que nous aboutissons a une contradiction. Soit d l'unique element de V( G) 
tel que S={ta(b), ta(c), d} soit dans S0(G). Si a est non adjacent ad, alors d'apres A3 
il existe un sous-graphe discret T de G, stable par les indicatrices de ses elements et 
con tenant {a} u S. 11 en resulte que T contient aussi ta ( ta (b)) = b et ta ( ta (c)) = c, ce qui 
est impossible puis que { b, c} est une arete de G. 
Done a est adjacent a d. Comme d n 'est pas adjacent a ta( b) par construction, d ne 
peut p.as etre adjacent a b d'apres Al; de meme d n'est pas adjacent a c. 
Si b est adjacent a ta(c), alors, comme b est adjacent a c, d'apres Al b est adjacent a 
a, ce qui n'est pas par hypothese, done b est non adjacent a ta(c). b n'est adjacent a 
aucun element de {ta(b), ta(c), d} et, d'apres A3, il existe un sous-graphe discret u de 
G, stable par les indicatrices de ses sommets, qui contient { b} u S. Comme ta (b) = tb (a) 
et best dans u, nous voyons que tb(tb(a)) =a est dans u, ce qui est impossible puisque 
{a, d} est une arete de Get {a, d}c u. 
Nous voyons ainsi que ta(c) est adjacent a ta(b) etta est un automorphisme de G. 
(2) Supposons que l'axiome A4 soit satisfait. 
Appelons D l'ensemble des indicatrices et G le sous-groupe de Aut G engendre 
par D. 
Montrons que ( G, D) est un systeme fischerien. 
Al et A2 sont satisfaits par construction. 
11 est clair que D est une reunion de classes de conjugaison de G done A3 est satisfait. 
D'apres les proprietes des indicatrices, pour tout a dans V( G), no us avons tatbta = t '"(bJ; 
si bELl(a), ta(b)=b done tatbta=tb; 
si bET(a), ta(b)=t.,(a) done tatbta=t,a<bJ=t,b<aJ=tbtatb, 
done deux elements quelconques de D qui ne commutent pas ont un produit d'ordre 3 
et A4 est satisfait. 
L'application a~ ta: V( G)~ D induit un isomorphisme entre le graphe G et le graphe 
de Fischer <&( G, D). 
L'axiome A3 est done consequence de la propriete (2) demontree dans le Section 1. Le 
theoreme est demontre. 
CoROLLAIRE 2.3. Un graphe G est isomorphe a un graphe jischerien si et seulement si 
il satisfait aux axiomes Al, A2 et A3. 
PREUVE. C'est clair d'apres le theoreme 2.2. 
3. QUELQUES REMARQUES ET UN PROBLEME 
Soit G un graphe. 
(1) Si le graphe G est discret, nous voyons que S( G) est l'ensemble des sous-ensembles 
de cardinal3 de V( G). La donnee de S0 ( G) est celle d'un systeme de Steiner St(2, 3, V( G)). 
L'axiome A2 n'est done pas consequence de l'axiome Al. 
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Supposons que l'axiome A2 soit satisfait, l'axiome A3 est l'axiome de M. Hall et on 
obtient de cette maniere un systeme triple de Hall (cf. [2] et [7]). 
(2) Si V( G) est un ensemble fini, si S( G)= S0 ( G) et si l'axiome A4 est satisfait, on 
obtient ce que B. Fischer appelle 'un graphe triple transitif'. Ceux-ci ont to us ete classifies 
par Fischer (cf. [1] et [6]). Le resultat est le suivant: 
THEOREME. Soit (X, D) un couple fischerien. On suppose que !»(X)= !»(2l(X) et que 
OiX) c Z(X) :::> 03(X). Alors X/ Z(X) est l'un des groupes suivants: 
(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
S", n ~ 5, D Ia classe des transpositions; 
Sp(2n, 2), n ~ 2, D Ia classe des transvections symplectiques; 
0,(2n, 2), n ~ 3, e E {+, -}, D Ia classe des transvections orthogonales; 
PSU(n, 4), n ~ 4, D Ia classe des transvections unitaires; 
O"(n, 3), n ~ 5, e E {+, -}, D Ia classe des reflexions de vecteur directeur de longueur 1; 
Fi22 , Fi23 , Fi24 et D est uniquement determine. 
(3) On suppose que G est fini, satisfait a A1, a A2 et que pour tout S de S( G), tout 
sommet a de G non dans S, .::1 (a) n S ¥- 0. Alors on obtient un graphe qui satisfait 
(trivialement) a A3. Les axiomes A1 et A2 portent un nom: 'cotriangle property'. Ces 
graphes ont ete classifies par Seidel [4] et Shult [5], ils correspondent aux cas (1), (2) et 
(3) du theoreme de Fischer. 
Si G n'est pas fini mais satisfait aux memes hypotheses que ci-dessus, une classification 
a ete obtenue par J. Hall [3]. 
On obtient les analogues infinis des graphes obtenus dans le cas fini. 
(4) Si G est fini, une classification a peu pres complete a ete obtenue lorsque G ne 
possede aucun quotient isomorphe au graphe complementaire du graphe triangulaire ( cf. 
[8]). 
(5) L'axiome A3 n'est pas consequence des axiomes A1 et A2. On suppose que G 
est un graphe discret, alors A1 est satisfait S( G)= {X I X c V( G), lXI = 3}. 
Se donner A2 c'est se donner une structure de systeme de Steiner St(2, 3, IV( G)l) sur 
V(G). 
Entin si A3 est satisfait IV( G)l est une puissance de 3, ce qui montre que A3 n'est pas 
consequence de A2. 
Les exemples precedents ont ete construits en prenant pour G un graphe discret. Si G 
n'est pas discret, tousles exemples connus (de l'auteur) de graphes satisfaisant a A1 et 
A2 satisfont a A3. 
II serait interessant de voir ce qui se passe dans ce cas. 
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